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Еліптичні за Лавруком крайові задачі 
для однорідних диференціальних рівнянь
Представлено членом-кореспондентом НАН України А.Н. Кочубеєм
У двобічній уточненій соболєвській шкалі досліджено еліптичні за Лавруком крайові задачі для однорідних 
диференціальних рівнянь. Ці задачі містять додаткові невідомі функції у крайових умовах довільних по-
рядків. Вказана шкала складається з гільбертових просторів Хермандера, для яких показниками регуляр-
ності служать будь-яке дійсне число і функція, повільно змінна на нескінченності за Караматою. Встанов-
лено теореми про нетеровість досліджуваних задач в уточненій соболєвській шкалі, локальну регулярність і 
локальні апріорні оцінки (аж до межі області) їх узагальнених розв’язків. Знайдено достатні умови, за яких 
компоненти цих розв’язків є l  0 разів неперервно диференційовними функціями.
Ключові слова: еліптична крайова задача, уточнена соболєвська шкала, нетерів оператор, регулярність 
розв’язку, апріорна оцінка.
ОПОВІДІ
НАЦІОНАЛЬНОЇ 
АКАДЕМІЇ  НАУК
УКРАЇНИ
У різних застосуваннях, зокрема в теорії пружності і гідродинаміці, виникають крайові за-
дачі з додатковими невідомими функціями у крайових умовах. Широкий клас таких задач 
еліптичного типу ввів Б. Лаврук [1]. На відміну від еліптичних за Я.Б. Лопатинським кра-
йових задач, цей клас замкнений відносно переходу до формально спряженої задачі. Еліп-
тичні за Лавруком крайові задачі є нетеровими на відповідних парах просторів Соболєва—
Ройтберга довільного дійсного порядку [2, 3]. Такі простори, крім розподілів у евклідовій 
області, містять також вектори іншої природи, що ускладнює їх застосування.
Мета цієї роботи — встановити теореми про нетеровість еліптичних за Лавруком кра-
йових задач і властивості їх узагальнених розв’язків у двобічній шкалі просторів, які скла-
даються виключно з розподілів в області. У роботі розглянуто важливий випадок однорід-
них еліптичних рівнянь. Їх розв’язки досліджуємо в уточненій соболєвській шкалі, яка 
складається з гільбертових ізотропних просторів Хермандера [4, п. 2.2; 5, п. 10.1], для яких 
показниками регулярності розподілів служать довільні дійсне число і додатна функція, по-
вільно змінна на нескінченності за Й. Караматою. Ця шкала була виділена і досліджена 
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В.А. Михайлецем і О.О. Мурачем і застосована до дослідження еліптичних за Лопатинським 
крайових задач [6—9]. Вона містить двобічну гільбертову шкалу соболєвських просторів. 
У цій роботі, на відміну від [10], не накладаємо обмеження на порядки крайових операторів 
і досліджуємо локальні (аж до межі області) властивості узагальнених розв’язків еліптич-
них за Лавруком крайових задач.
1. Постановка задачі. Нехай Ω — довільна обмежена область у евклідовому просторі nR , 
де 2n , з нескінченно гладкою межею Γ . Нехай задано цілі числа 1q , 1p , 1, , q pm m +…  
і 1, , pr r… . Розглянемо в Ω  крайову задачу, яка складається з однорідного еліптичного 
рівняння
0Au =  в Ω  (1)
порядку 2q  і крайових умов
,
1
p
j j k k j
k
B u C v g
=
+ =∑  на Γ , 1, , .j q p= +…   (2)
У ній є невідомими функція u  в області Ω  і p  функцій 1, , pv v…  на Γ  (всі функції та 
розподіли вважаємо комплекснозначними, а функціональні простори — комплексними). 
Тут : ( , )A A x D=  — лінійний диференціальний оператор на :Ω = Ω ∪ Γ  порядку 2q , кожне 
: ( , )j jB B x D=  є крайовим лінійним диференціальним оператором на Γ порядку ord j jB m , 
а кожне , , ( , )j k j kC C x Dτ=  є дотичним лінійним диференціальним оператором на Γ  по-
рядку ,ord j k j kC m r+ . Усі коефіцієнти цих диференціальних операторів є нескінченно глад-
кими функціями, заданими на Ω  і Γ  відповідно. (Звісно, диференціальні оператори від’єм-
них порядків вважаються нуль-операторами.)
Припускаємо (і це природно), що
1 1: max{ , , } max{ord , , ord }q p q pm m m B B+ += … = …
і km r−  для кожного {1, , }k p∈ … . Покладемо : max{ 1, 2 }m qµ = + .
Припускаємо, що крайова задача (1), (2) є еліптичною в області Ω  за Б. Лавруком [1], 
тобто диференціальний оператор A  правильно еліптичний на Ω , а система крайових умов 
(2) задовольняє аналог умови Шапiро—Лопатинського щодо A  на Γ  (див., наприклад, [2, 
п. 3.1.2]).
Позначимо через ( , )C A∞ Ω  множину всіх функцій ( )u C∞∈ Ω  таких, що 0Au =  в об-
ласті Ω . Пов’яжемо із задачею (1), (2) лінійне відображення
1 1 1, ,
1 1
: ( , , , ) , , ,
p p
p k k q p q p k k
k k
u v v B u C v B u C v+ +
= =
 
→ + +  ∑ ∑L … …  (3)
де ( , )u C A∞∈ Ω , 1, , ( ).pv v C
∞∈ Γ…
Досліджуємо властивості його продовження за неперервністю у парах гільбертових 
функціональних просторів, які утворюють уточнену соболєвську шкалу [8, п. 1.3.3].
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Для опису області значень цього продовження потрібна така спеціальна формула Грі-
на [2, формула (4.1.10)]:
2
1
,
1 1 1
( , ) ( , ) ,
q q p p
j
j j j k k j
j j k
Au D Au w B u C v h
µ− +
−
Ω ν Γ
= = = Γ
 
ω + + + =  ∑ ∑ ∑
2
1
, , ,
1 1 1 1 1
( , ) , , ,
q q p p q p
k
k j k j j k j k j k j
k j j k j
u A D u K R w Q h v C h
µ µ− + +
+ − + + +
Ω ν
= = = = =Γ Γ
   
= ω + ω + + +      ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
для довільних функцій , ( )u C∞ω ∈ Ω  і 1 1 2 1 1, , , , , , , , ( )p m q q pv v w w h h C
∞
− + +… … … ∈ Γ . Тут і да-
лі : /D iν = ∂ ∂ν , де ν  — поле ортів внутрішніх нормалей до межі Γ , а через ( , )Ω⋅ ⋅  і ( , )Γ⋅ ⋅  по-
значено відповідно скалярні добутки у гільбертових просторах 2( )L Ω  і 2( )L Γ  функцій, 
квадратично інтегровних на Ω  і Γ  відносно мір Лебега, а також продовження за непе рерв-
ністю цих скалярних добутків. Окрім того, A+  — диференціальний оператор, фор мально 
спряжений до A  відносно ( , )Ω⋅ ⋅ , усі ,j kC
+ , ,j kR
+  і ,j kQ
+  — дотичні диференціальні опе рато-
ри, формально спряжені відповідно до ,j kC , ,j kR  і ,j kQ  відносно ( , )Γ⋅ ⋅ . Тут дотичні лінійні 
диференціальні оператори , ,: ( , )j k j kR R x Dτ=  і , ,: ( , )j k j kQ Q x Dτ=  узяті із зображення кра-
йових диференціальних операторів 1jD A−ν  і jB  у вигляді
1 1
1 1 1
, ,
1 1
( , ) ( , ) , ( , ) ( , ) .
m m
j k k
j k j j k
k k
D A x D R x D D B x D Q x D D
+ +
− − −
ν τ ν τ ν
= =
= =∑ ∑
Нарешті, кожне : ( , )k kK K x D=  – деякий крайовий лінійний диференціальний оператор на 
Γ  порядку ord 2kK q k−  з коефіцієнтами класу ( )C
∞ Γ .
Спеціальна формула Гріна приводить до такої крайової задачі в області Ω :
0A+ω =  в Ω , (4)
2
, ,
1 1
q q p
k j k j j k j k
j j
K R w Q h
µ− +
+ +
= =
ω + + = ψ∑ ∑  на Γ , 1, ,k = µ… , (5)
,
1
q p
j k j k
j
C h
+
+
µ+
=
= ψ∑  на Γ , 1, ,k p= … . (6)
Ця задача містить, окрім невідомої функції ω  в області Ω , ще q pµ − +  додаткових невідо-
мих функцій 1 2, , qw wµ−…  і 1, , q ph h +…  на межі Γ . Задачу (4) — (6) називають формально 
спряженою до задачі (1), (2) відносно розглянутої спеціальної формули Гріна. Відомо [2, 
теорема 4.1.1], що еліптичність за Лавруком задачі (1), (2) рівносильна еліптичності за 
Лавруком формально спряженої задачі (4) — (6).
2. Уточнена соболєвська шкала складається з гільбертових просторів Хермандера, для 
яких показником регулярності розподілів служить пара параметрів — числовий s ∈R і функ-
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ціональний Mϕ ∈ . Тут M  – множина всіх вимірних за Борелем функцій : [1, ) (0, )ϕ ∞ → ∞ , які 
обмежені і відокремлені від нуля на кожному компакті і повільно змінюються на нескінчен-
ності за Й. Караматою, тобто ( ) / ( ) 1t tϕ λ ϕ →  при t → ∞  для кожного 0λ >  (див., наприк-
лад, [11]). Цю шкалу ввели і дослідили В.А. Михайлець і О.О. Мурач [6] (див. також їх мо-
нографію [8] і огляд [9]).
Нехай s ∈R  і Mϕ ∈ . Означимо простір , ( )sH ϕ ⋅  спочатку на nR , а потім на Ω  і Γ . 
Будемо дотримуватися монографії [8, пп. 1.3, 2.1, 3.2].
За означенням, комплексний лінійний простір , ( )s nH ϕ R , де n ∈N , складається з усіх 
повільно зростаючих розподілів w  на nR  таких, що функція ˆ( ) ( )s w〈ξ〉 ϕ 〈ξ〉 ξ  аргументу 
nξ ∈R  квадратично інтегровна на nR  за Лебегом. Тут wˆ — перетворення Фур’є розподілу w, а 
2 1/2: (1 | | )〈ξ〉 = + ξ . У просторі , ( )s nH ϕ R  означено скалярний добуток і норму за фор мулами
1/22 2
1 2 1 2 , ,, , , ,
ˆ ˆ( , ) : ( ) ( ) , : ( , ) .nn n
n
s
ss s
w w w w d w w wϕϕ ϕ
= 〈ξ〉 ϕ 〈ξ〉 ξ ξ =∫ RR R
R
Простір , ( )s nH ϕ R  є ізотропним гільбертовим випадком простору ,pB µ , введеного і 
дослідженого Л. Хермандером [4, п. 2.2] (див. також [5, п. 10.1). А саме: , 2,( )
s nH Bϕ µ=R , 
якщо ( ) ( )sµ ξ = 〈ξ〉 ϕ 〈ξ〉  для довільного nξ ∈R . Простір ,pB H µµ =  і його версії для евклі-
дових областей ввели і дослідили також Л.Р. Волевич і Б. П. Панеях [12, § 2].
Якщо ( ) 1ϕ ⋅ ≡ , то , ( )s nH ϕ R  стає гільбертовим простором Соболєва ( )s nH R  порядку s. 
У загальній ситуації виконуються неперервні та щільні вкладення ,( ) ( ) ( )s n s n s nH H H+ε ϕ −ε⊂ ⊂R R R 
( ) ( ) ( )s n s n s nH H H+ε ϕ −ε⊂ ⊂R R R  для довільного > 0ε . З огляду на це клас функціональних просторів , ( )s nH ϕ R , 
де s ∈R  і Mϕ ∈ , називають уточненою соболєвською шкалою на nR . Її аналоги для евклі-
дової області Ω  і замкненого компактного многовиду Γ  вводяться у стандартний спосіб. 
Наведемо відповідні означення.
Лінійний простір , ( )sH ϕ Ω  складається зі звужень в область Ω усіх розподілів , ( )s nw H ϕ∈ R  
і наділений нормою
,
, , , ,
: inf { : ( ),s nns su w w H w
ϕ
ϕ Ω ϕ= ∈R R  
= u  в  Ω},
де , ( )su H ϕ∈ Ω . Цей простір гільбертів і сепарабельний відносно вказаної норми. Множи-
на ( )C∞ Ω  щільна у ньому.
Лінійний простір , ( )sH ϕ Γ  складається з усіх розподілів на многовиді Γ , які в локаль-
них координатах дають елементи простору , 1( )s nH ϕ −R . Дамо детальне означення. Довільно 
виберемо скінченний атлас із C∞ -структури на многовиді Γ , утворений локальними карта-
ми 1: nj j
−pi ↔ ΓR , де 1, ,j = … λ . Тут відкриті множини 1, , λΓ … Γ  складають скінченне по-
криття многовиду Γ . Нехай, крім того, функції ( )j C
∞χ ∈ Γ , де 1, ,j = … λ , утворюють роз-
биття одиниці на Γ , що задовольняє умову supp j jχ ⊂ Γ . Тоді, за означенням, простір 
, ( )sH ϕ Γ  складається з усіх розподілів h  на Γ  таких, що , 1( ) ( )s nj jh H
ϕ −χ pi ∈ Ro  для кожно-
го номера {1, , }j ∈ … λ , де ( )j jhχ pio  є зображенням розподілу h  у локальній карті jpi . У про-
сторі , ( )sH ϕ Γ  означено норму за формулою
1
1/2
2
, , , ,
1
( ): .nj js s
j
hh
−
λ
ϕ Γ ϕ
=
 
χ pi=   ∑ Ro
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Він є гільбертовим і сепарабельним відносно цієї норми та з точністю до еквівалентнос-
ті норм не залежить від вибору атласу і розбиття одиниці [8, теорема 2.3]. Множина ( )C∞ Γ  
щільна у цьому просторі , ( )sH ϕ Γ .
Якщо ( ) 1ϕ ⋅ ≡ , то , ( ) : ( )s sH Hϕ ϒ = ϒ  є простір Соболєва порядку s ∈R на { , }ϒ ∈ Ω Γ . У за-
гальній ситуації виконуються компактні та щільні вкладення ,( ) ( ) ( )s s sH H H+ε ϕ −εϒ ⊂ ϒ ⊂ ϒ  
для довільного 0ε >
3. Основні результати стосуються властивостей еліптичної крайової задачі (1), (2) в уточ-
неній соболєвській шкалі. Позначимо через N  лінійний простір усіх розв’язків 1( , , , ) ( ) ( ( ))pu v v C C… ∈ Ω × Γ 
( , , , ) ( ) ( ( ))pu v v C C∞ ∞… ∈ Ω × Γ  цієї задачі у випадку, коли кожне 0jg =  на Γ . Аналогічно, позначимо 
через N +  лінійний простір усіх розв’язків
2
1 2 1( , , , , , , ) ( ) ( ( )) ( ( ))
q q p
q q pw w h h C C C
∞ ∞ µ− ∞ +
µ− +ω … … ∈ Ω × Γ × Γ
формально спряженої крайової задачі (4)—(6) у випадку, коли всі 0kψ =  і 0m k+ψ =  на Γ . 
Також позначимо через 1N
+  простір усіх векторів 1( , , ) ( ( ))
q p
q ph h C
∞ +
+… ∈ Γ , для яких існу-
ють функції ( )C∞ω ∈ Ω  і 1 2, , ( )qw w C
∞
µ−… ∈ Γ  такі, що 1 2 1( , , , , , , )q q pw w h h N
+
µ− +ω … … ∈ . 
Оскільки обидві задачі еліптичні за Лавруком в Ω , то простори N , N +  та 1N
+  скінченно-
вимірні [2, наслідок 4.1.1].
Для довільних s ∈R і Mϕ ∈  позначимо через , ( , )sH Aφ Ω  множину всіх розподілів , ( )su H ϕ∈ Ω  
таких, що 0Au =  в Ω. Розглядаємо , ( , )su H Aϕ∈ Ω  як (замкнений) підпростір гільбертового 
простору , ( )su H ϕ∈ Ω . Множина ( , )C A∞ Ω  щільна в , ( , )su H Aϕ∈ Ω  згідно з [8, теорема 3.11].
Теорема 1. Для довільних s ∈R  і Mϕ ∈  відображення (3) продовжується єдиним чином 
(за неперервністю) до обмеженого оператора
1/2,1/2,,
1 1
: ( , ) ( ) ( ).
p q p s ms rs jk
k j
H A H H
+
− − ϕ+ − ϕϕ
= =
Ω ⊕ Γ → Γ⊕ ⊕L  (7)
Цей оператор нетерів. Його ядро збігається з N , а область значень складається з усіх 
векторів 
1/2,
1 1
( , , ) ( )
s mq p j
q p j
g g H
− − ϕ+
+ =
… ∈ Γ⊕  таких, що
1 1 1 1( , ) ( , ) 0 ( , , ) .q p q p q pg h g h h h NΓ + + Γ ++ + = … ∈L   для кожного  1 1 1 1( , ) ( , ) 0 ( , , ) .q p q p q pg h g h h N
+
Γ + + Γ ++ + = … ∈  (8)
Індекс оператора (7) дорівнює 1dim dimN N
+
−  і не залежить від s  та ϕ .
Нагадаємо, що лінійний обмежений оператор 1 2:T E E→ , який діє у парі банахових 
просторів 1E  і 2E , називають нетеровим, якщо його ядро kerT  і коядро 2 1/ ( )E T E  скін-
ченновимірні. Нетерів оператор має замкнену область значень 1( )T E  та скінченний індекс 
2 1ind : dim ker dim( / ( ))T T E T E= − .
Перейдемо до локальних властивостей узагальнених розв’язків досліджуваної задачі 
(1), (2). Наведемо спочатку їх означення. Позначимо через ( )S Ω′  лінійний топологічний 
простір звужень в область Ω  усіх повільно зростаючих розподілів на nR  і покладемо 
( , ) : { ( ) : 0S A u S AuΩ = ∈ Ω =′ ′
 
 в  Ω}. Позначимо також через ( )D Γ′  лінійний топологічний 
простір усіх розподілів на Γ . Нехай
1( , ) : ( , , , ) ( , ) ( ( )) .
p
pu v u v v S A D= … ∈ Ω × Γ′ ′  (9)
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Вектор ( , )u v  називаємо узагальненим розв’язком цієї задачі, де 1( , , ) ( ( ))
q p
q pg g g D
+
+= ∈ Γ′… , 
якщо ( , )u v g=L , де L — оператор (7) для деяких достатньо малого s і ϕ. У цьому випадку 
( )u C∞∈ Ω , оскільки рівняння (1) еліптичне в Ω . У термінах уточненої собо лєвської шкали 
дамо достатні умови регулярності розв’язку u  в області Ω  впритул до кус ка 0Γ  її межі.
Нехай 0Γ  — довільна непорожня підмножина многовиду Γ. Позначимо через 
,
0loc ( , )H
σ ϕ Ω Γ , 
де σ ∈R  і Mϕ ∈ , лінійний простір усіх розподілів ( )u S∈ Ω′  таких, що , ( )u H σ ϕχ ∈ Ω  для 
довільної функції ( )C∞χ ∈ Ω , носій якої лежить в 0Ω ∪ Γ . Аналогічно, позначимо через 
,
0loc ( )H
σ ϕ Γ  лінійний простір усіх розподілів ( )h D∈ Γ′  таких, що ,1 ( )h H
σ ϕχ ∈ Γ  для довіль-
ної функції 1 ( )C
∞χ ∈ Ω , носій якої лежить в 0Γ .
Теорема 2. Нехай s ∈R  і Mϕ ∈ , а вектор (9) є узагальненим розв’язком еліптичної кра-
йової задачі (1), (2), праві частини якої задовольняють умову 
1/2,
0loc ( )
s m j
jg H
− − ϕ
∈ Γ  для кож-
ного {1, , }j q p∈ … + . Тоді , 0loc ( , )
su H ϕ∈ Ω Γ  і 1/2, 0loc ( )
s rk
kv H
+ − ϕ
∈ Γ  для кожного {1, , }k p∈ … .
Цей розв’язок задовольняє таку апріорну оцінку:
Теорема 3. Нехай число 0λ > , а функції , ( )C∞χ η ∈ Ω  такі, що їх носії лежать в 0Ω ∪ Γ  
і 1η =  в околі supp χ ; покладемо 1 : |Γχ = χ  і 1 : |Γη = η . Тоді існує число 0c >  таке, що
1 1, , 1/2, , 1/2, ,
1 1
1, , 1/2 , ,
1
p q p
k js s r s mk jk j
p
ks s rkk
u v c g
u vc
+
ϕ Ω + − ϕ Γ
− − ϕ Γ
= =
−λ ϕ Ω + − −λ ϕ Γ
=
χ + χ η +
 
η + η+   
∑ ∑
∑

 (10)
для довільних векторів (9)  і 1( , , )q pg g +…  з теореми 2 .
До цих теорем найбільш близькими є результати робіт [7, 10, 14], у яких досліджено 
еліптичні крайові задачі для однорідного рівняння (1) у шкалах гільбертових просторів 
Хермандера. В [7] (див. також монографію [8, п. 3.3]) досліджено регулярну еліптичну кра-
йову задачу, а в [10] — еліптичну за Лавруком задачу (1), (2) за додаткового припущення, 
що ord 2 1jB q − . Для цих задач доведено теорему 1, а також теореми 2 і 3 у випадку, коли 
0Γ = Γ  (глобальна регулярність розв’язку) і 1χ = η =  на Ω  (глобальна апріорна оцінка 
розв’язку). В [14] встановлено версії теорем 1 і 2 для еліптичних за Лопатинським крайових 
задач (без додаткових невідомих функцій у крайових умовах), які розглядаються в розши-
реній соболєвській шкалі. Якщо еліптичне рівняння (1) неоднорідне, то аналоги теорем 1—3 
правильні за умови, що > 1/ 2s m +  [13].
4. Застосування. Одним із застосувань уточненої соболєвської шкали є достатні умови, 
за яких компоненти узагальненого розв’язку (9) еліптичної задачі (1), (2) належать до про-
сторів l  разів неперервно диференційовних функцій на 0Ω ∪ Γ  і 0Γ  відповідно. Ці умови 
випливають із теореми 2 і такої версії теореми вкладення Хермандера [4, теорема 2.2.7]: 
кожне з вкладень /2, ( ) ( )l n lH C+ ϕ Ω ⊂ Ω  і ( 1)/2, ( ) ( )l n lH C+ − ϕ Γ ⊂ Γ , де 0 l ∈Z  і Mϕ ∈ , еквіва-
лентне умові
2
1
;
( )
dt
t t
∞
< ∞
ϕ∫  (11)
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ці вкладення компактні (див. [8, теореми 2.8 і 3.4]).
Теорема 4. Нехай цілі числа 0l   і {1, , }k p∈ … . Якщо вектор (9) задовольняє умову тео-
реми 2 , де 2s l n= + , а Mϕ ∈  — умову (11), то 0( )lu C∈ Ω ∪ Γ . Якщо вектор (9) задовольняє 
умову теореми 2 , де 2ks l r n= − + , а Mϕ ∈  —  умову (11), то 0( )lkv C∈ Γ .
Важливо, що умова (11) є точною у цій теоремі.
Наведемо також застосування отриманих результатів до деякого узагальнення задачі 
Пуанкаре—Стєклова [15]. Крім задачі (1), (2), розглянемо еліптичну за Лавруком задачу, 
яка складається з того самого однорідного диференціального рівняння (1) і крайових умов
,
1
p
j j k k j
k
B u C v g j q p
=
+ = Γ = +∑ %% %
   
на   , 1, , .B u C v g j q p+ = Γ = +% …  (12)
Тут, подібно до (2), кожне jB
%  є крайовим лінійним диференціальним оператором на Γ  
порядку ord j jB m
% % , а кожне ,j kC
%  є дотичним лінійним диференціальним оператором на 
Γ  порядку ,ord j k j kC m r+% % , де 1, , q pm m +% %…  — цілі числа. Покладемо 1: ( , , )q pg g g += …  і 
1: ( , , )q pg g g +=% % %… .
Пов’яжемо з цими задачами відображення Ψ , яке вектору ( ( ))q pg D +∈ Γ′ , підпоряд-
кованому умові (8), ставить у відповідність вектор ( ( ))q pg D +∈ Γ′%  такий, що g%  задоволь няє 
крайові умови (12), де ( , )u v  є узагальненим розв’язком (9) крайової задачі (1), (2), під-
порядкованим умові 1 1( , ) ( , ) ( , ) 0p pu u v v v vΩ Γ Γ+ + + =
o o o
…  для кожного 1( , , , )pu v v N∈
o o o
… . 
За теоремою 1, це відображення однозначне. Воно є природним узагальненням оператора 
задачі Пуанкаре—Стєклова на випадок, коли кількість функцій, заданих на межі області, 
може перевищувати половину порядку еліптичного рівняння (1). Зокрема, якщо 1q = , 
0p = , а (2) і (12) — крайові умови Діріхле і Неймана, відображення Ψ  є оператором 
Діріхле—Неймана.
З теореми 1 випливає, що для будь-яких s ∈R  і Mϕ ∈  відображення : g gΨ %a  вста-
новлює ізоморфізм підпростору усіх векторів 
1/2,
1
( )
s mq p j
j
g H
− − ϕ+
=
∈ Γ⊕ , які задовольняють 
умову (8), на підпростір усіх векторів 
1/2,
1
( )
s mq p j
j
g H
− − ϕ+
=
∈ Γ⊕
%
% , які задовольняють умову 
1 1( , ) ( , ) 0q p q pg h g hΓ + + Γ+…+ =
% %% %  для кожного 1 1( , , )q ph h N
+
+… ∈
% % % . Тут 1N
+%  — аналог скінченно-
вимірного простору 1N
+  для задачі (1), (12).
Публікація містить результати досліджень, виконаних за грантом Президента України 
за конкурсним проектом Ф75/29007 Державного фонду фундаментальних досліджень.
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ЕЛЛИПТИЧЕСКИЕ ПО ЛАВРУКУ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ
ДЛЯ ОДНОРОДНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
В двусторонней уточненной соболевской шкале исследованы эллиптические по Лавруку краевые задачи 
для однородных дифференциальных уравнений. Эти задачи содержат дополнительные неизвестные функ-
ции в краевых условиях произвольных порядков. Указанная шкала состоит из гильбертовых пространств 
Хермандера, для которых показателем регулярности служат произвольное действительное число и функ-
ция, медленно меняющаяся на бесконечности по Карамата. Установлены теоремы о нётеровости исследуе-
мых задач в уточненной соболевской шкале, локальной регулярности и локальных априорных оценках 
(вплоть до границы области) их обобщенных решений. Найдены достаточные условия, при которых ком-
поненты обобщенных решений будут 0l   раз непрерывно дифференцируемыми функциями.
Ключевые слова: эллиптическая краевая задача, уточненная соболевская шкала, нётеров оператор, ре-
гулярность решения, априорная оценка.
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LAWRUK ELLIPTIC BOUNDARY-VALUE PROBLEMS
FOR HOMOGENEOUS DIFFERENTIAL EQUATIONS
We investigate Lawruk elliptic boundary-value problems for homogeneous differential equations in a two-sided 
refined Sobolev scale. These problems contain additional unknown functions in the boundary conditions of ar-
bitrary orders. The scale consists of inner-product H
 
rmander spaces whose orders of regularity are given by any 
real number and a function which varies slowly at infinity in the sense of Karamata. We establish theorems on 
the Fredholm property for the problems in the refined Sobolev scale and on local regularity and local a priori 
estimate (up to the boundary of the domain) of their generalized solutions. We find sufficient conditions under 
which components of these solutions are functions continuously differentiable 0l   times.
Keywords: elliptic boundary-value problem, refined Sobolev scale, Fredholm operator, regularity of solution, a priori 
estimate.
